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बीजीय व्यंजक एवं 
सर्वसमिकाएँ 





£ ७ ॥ । व्यंजक क्या है 9 सह + | 
पिछली कक्षाओं में हम बीजीय व्यंजकों (अथवा केवल व्यंजकों) के बारे में जानकारी प्राप्त कर 
चुके हैं। +3 , 29 - 5, 32“, 4४9 + 7 इत्यादि व्यंजकों के उदाहरण हें। 

आप और अधिक व्यंजक बना सकते हैं। जेसा कि आप जानते हैं व्यंजकों का निर्माण चरों 
एवं अचरों की सहायता से होता है। व्यंजक 2-5 को चर » एवं अचरों 2 तथा 5 से बनाया गया 
है। व्यंजक 4% +7 को चरों «तथा » एवं अचरों 4 तथा 7 से बनाया गया है। 

हैं . मे 5 —7 

हम जानते हैं कि व्यंजक 2-5 में + का मान कुछ भी हो सकता है। यह 2, 5, -3, 0, DE 
इत्यादि हो सकता है। वास्तव में के असंख्य विभिन्न मान हो सकते हैं। व्यंजक के चर का मान 
बदलने पर व्यंजक का मान बदल जाता है। इस प्रकार » को विभिन्न मान देने पर 2-5 का 
मान बदलता जाता है। जब = 2, 2५-5 = 2 (2) -5-- |, जब = 0,2५ -5 = 2 % 0 - 5 = 
-5 इत्यादि। ५ के कुछ अन्य दिए हुए मानों के लिए व्यंजक 2-5 के मान ज्ञात कोजिए। 


संख्या रेखा और व्यंजक 
व्यंजक % +5 की चर्चा करते हें। आइए, मान लेते हें कि संख्या रेखा पर चर » की स्थिति % हे। 


%, संख्या रेखा पर कहीं भी हो सकता है परंतु यह निश्चित है कि +5 का मान, %के दाई 
तरफ़ 5 इकाई की दूरी पर बिंदु ? से निरूपित किया जाएगा। इसी प्रकार, ४-4 का मान % 
के बाई तरफ़ 4 इकाई को दूरी पर होगा। 4४ एवं 4४+ 5 की स्थिति के बारे में क्या कहा जा 
सकता है? 


EN NYY, A NY NY sss 
O NX A B C D 


4% को स्थिति बिंदु € पर होगी। मूल बिंदु से € को दूरी % को दूरी से चार गुना होगी। 5 कर क्‍ AN 
4+ + 5 को स्थिति D, € के दाई तरफ़ 5 इकाई को दूरी पर होगी। 
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९ एक चर वाले और दो चरों वाले व्यंजकों के पाँच-पाँच उदाहरण दीजिए। 
° ५,५ 4,2४+।,3४-2 को संख्या रेखा पर दर्शाइए। 


CN £) 9.2 पद, गुणनखंड एवं गुणांक 





 व्यंजक 4४+ 5 को लीजिए। यह व्यंजक 4% एवं 5 दो पदों से बना हुआ है। पदों को जोड़कर 
व्यंजक बनाया जाता है। पद स्वयं भी गुणनखंडों के गुणनफल के रूप में बनाए जा सकते हैं। 
पद 4% अपने गुणनखंडों 4 एवं ५ का गुणनफल है। पद 5 केवल एक 





व्यजक +2)? - ]0%?) + 559 - 20 
के प्रत्येक पद के गुणांक को 
पहचानिए। 


व्यंजक 7%) - 5% के दो पद 7% एवं 5% हैं। पद 7%) गुणनखंडों 7, * 
एवं » का गुणनफल है। किसी पद का संख्यात्मक गुणनखंड उसका 
संख्यात्मक गुणांक (Numerical Coefficient) या गुणांक कहलाता है। 
पद 7% का गुणांक 7 है और पद - 5% का गुणांक - 5 है। 


9.3 एकपदी, द्विपद एवं बहुपद 

जिस व्यंजक में केवल एक पद होता है उसे एकपदी कहते हैं। दो पदों वाला व्यंजक द्विपद 
कहलाता है। तीन पदों वाले व्यंजक को त्रिपद कहते हैं और इसी प्रकार अन्य। व्यापकतः एक अथवा 
अधिक पदों वाला व्यंजक जिसके गुणांक शून्येतर हों और जिसके चरों की घात ऋणेतर पूर्णाक हों, 
बहुपद कहलाता है। बहुपद के पदों की संख्या एक अथवा एक से अधिक कुछ भी हो सकती है। 
एकपद के उदाहरण: 4७2, 3%), -72, 5592, ]0), - 9, 82/7 इत्यादि। 

द्विपद के उदाहरण : ८+८,4/+ 5,4 +4, 5 - 35५, 2? - 43? इत्यादि। 

त्रिपद के उदाहरण : ०+७+८,2* + 39 - 5, ४? - ४४2 + )? इत्यादि। 

बहुपद के उदाहरण : ८+७+८+4, 3%), 7792 - |0, 2४ + 3) + 77 इत्यादि। 


।. निम्नलिखित बहुपदों को एकपद, द्विपद एवं त्रिपद के रूप में वर्गीकृत कीजिए : 
—Z+5,x+y+Zz,y+Z+l00,ab-ac, ll! 
2. बनाइए : 
(३) तीन ऐसे द्विपद जिनमें केवल एक चर % हो। 
(७) तीन ऐसे द्विपद जिनमें » और » चर हों। 
(2) तीन एकपद जिनमें ५ और ) चर हों। 
(4) चार अथवा अधिक पदों वाले 2 बहुपद। 





9.4 समान एवं असमान पद 


निम्नलिखित व्यंजकों को देखिए : 
7x, I4x, —l3x, Sx’, 79, Ixy, —9y’, 0x’, —Syx 
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इनमें समान पद इस प्रकार हे : 
() 7%, 4%, एवं -]3x (i) 5+? एवं 92? 


0) 79 एवं -5) 





7* एवं 79 समान पद क्यों नहीं हैं? निम्नलिखित में से प्रत्येक के दो समान पद लिखिए : 
/* एव 7%) समान पद क्यों नहीं हैं? 0) 759 Gi) Amn? Gii) 27 


7+ एवं 5? समान पद क्यों नहीं हें? 


9.5 बीजीय व्यंजकों का योग एवं व्यवकलन 


पिछली कक्षाओं में हमने यह भी सीखा है कि बीजीय व्यंजकों को कैसे जोड़ा और घटाया जाता 
है, उदाहरणार्थ 7+? -4४+ 5 एवं 9४- ।0, को जोड़ने के लिए हम इस प्रकार करते हैं : 


7४ -4%४+ 5 
+ Ox — ]0 
I +Sx- 5 


विचार कीजिए कि हम योगफल कैसे ज्ञात करते हैं। जोड़े जाने बाले प्रत्येक व्यंजक को हम विभिन्न 
पंक्तियों में लिखते हैं। ऐसा करते समय हम समान पदों को एक दूसरे के ऊपर-नीचे लिखते हैं और, 
जैसा ऊपर दर्शाया गया है, हम उन समान पदों को जोड़ते हैं। अतः 5 + (-।0) =5 -0 = -5 इसी 
प्रकार, - 4% + 9% = (-4 + 9)* = 5+. आइए कुछ और उदाहरण हल करते हैं। 
उदाहरण ] : 7%) + 5)2 - 32, 42 + 92४ = 49, -3%2 + 5% ~ 2%) का योग ज्ञात कोजिए। 
हल : समान पदों को एक दूसरे के ऊपर-नीचे रखकर तीन व्यंजकों को विभिन्न पंक्तियों में 
लिखते हुए, हम प्राप्त करते हैं : 
Ixy + 392 32x 
नः AyZ+ 92x - 49 
+ —2xy - 32४ + 5x (ध्यान दीजिए ५2 और 2४ एक समान हैं) 
Sxy + 9yZ+32x+5x-—4y 


इस प्रकार व्यंजकों का योग 52) + 992 + 32% + 5% - 4 है। ध्यान दीजिए दूसरे व्यंजक के पद 
-4» और तीसरे व्यंजक के पद 5+ को योगफल में वैसे ही लिखा गया है जैसे वे हैं क्योंकि दूसरे 
व्यंजकों में उनका कोई समान पद नहीं है। 


उदाहरण 2 : 7%? 4%) + 8)? + 5५-3) में से 5४2 4५2+ 6-3 को घटाइए। 
हल : 
7४ - 459 + 89 + Sx - 39 
३ —4y’ +6y-3 
(-) (+) (-2 (+) 
2x —Axy+lI2y+Sx-9y+3 
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नोट किसी संख्या का घटाना उसके योज्य प्रतिलोम को जोड़ने के समान है। इस प्रकार -3 को घटाना, 
+3 को जोड़ने के समान है, इसी प्रकार 69 को घटाना, -69 को जोड़ने जैसा है। -49” को घटाना 


4? को जोड़ने के समान है और इसी प्रकार अन्य दूसरी पंक्ति के प्रत्येक पद के नीचे तीसरी पंक्ति 
में लिखे चिहन से यह जानने में सहायता मिलती है कि कोन सी संक्रिया की जाती हैं। 





७७७ प्रश्नावली 9.] 
।. निम्नलिखित व्यंजकों में से प्रत्येक के पदों एवं गुणांकों को पहचानिए : 
(i) 55४५४ - 37५ (0) I+x+x Gi) 4४४ - Ax YZ +z 


iv) 3-pg+ar-rp (९) र i र — xy (श) 0.34 - 0.6ab + 0.5b 
2. निम्नलिखित बहुपदों को एकपदी, द्विपद एवं त्रिपद के रूप में वर्गीकृत कीजिए। कौन-सा 
बहुपद इन तीन श्रेणियों में से किसी में भी नहीं है? 


x+Yy,I000,x+x +x +x ,T+y+Sx,2y-3y’,2y-3y+4y’,Sx—4y+ 3x), 
AZ—lSZ,ab+bc+cd+da, par, 774 + [726:, 27 + 24 


3. निम्नलिखित का योग ज्ञात कीजिए : 


() ab-— bc, bc - ८6, ८६ - 408 () a—b+ab,b—-c+bc,c—a+ ac 





(ii) 274 - 394+ 4, 5 + 770 - 374 IV #/+#7*, #* +n ,n + /, 
29 + 2mn + 2nl 
4. (a2) ।24-94+5b७-3में से 44- 76८9 + 3७ + ।2 को घटाइए। 
(0) 5xy— 2y2- 22% + ।0%92 में से 3%) + 592 - 72% को घटाइए। 
(0) I8-3p-— llg + 5pq-— 2747 + 5926 में से 4p'g-3pqg+ 5747 -8p+7g-I0 
को घटाइए। 


9.6 बीजीय व्यंजकों का गुणन 
() बिंदुओं के निम्नलिखित प्रतिरूप को देखिए : 


बिंदुओं के प्रतिरूप बिंदुओं की कुल संख्या 





Bi 


७ © © © OP OP ® 
७ © © ९६७ OO OP ® 
७ © © OP OO OP ® 5+%7 
७ © © © OO OP ® 
७ © © OP OO OP ® 
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SH मम 
न बिंदुओं की संख्या ज्ञात करने 
७ ७ © © - - - © ७ के लिए हमें पंक्तियों की 
pS मम संख्या के व्यंजक को स्तंभों 
nia eis जद मत रा को संख्या के व्यंजक से 
७ ७ © © - — —- © © गुणा करना है। 
n+3 
भ्र्ककजाज-/+क- 
#७ ७ ७ ७ - - —- © ७ ७ ७ ७ यहाँ पंक्तियों की संख्या 2 
Ee हे हे _ वाक ® ® हे हा ® बढ़ाई गई है, अर्थात्‌ ६ + 2 
a |= == = === r= और स्तंभों को संख्या 3 
EP IO HEE n+ 2) xX (+3) बढ़ाई गई है, अर्थात्‌ #+3 
७ ° ° ° -—- —- “४ ७ © ७ ® छ 
७6 ° ° 6 -—- | न" ना ७ © ° ® ( 
७ © ७७ 6 — — —- ° © 6 ° ® 
(५) क्या आप ऐसी और परिस्थितियों के बारे में सोच सकते हैं | 
जिनमें दो बीजीय व्यंजकों को गुणा करना पड़ता हो? | | 
अमीना उठकर कहती है। “हम आयत के क्षेत्रफल के b र 
बारे में सोच सकते हैं।'' आयत का क्षेत्रफल ! % ४, | ; | 


हैं जिसमें / लंबाई है और % चौडाई है। यदि आयत «77> 
की लंबाई 5 इकाई बढ़ा दी जाए, अर्थात्‌, (+5)कर दी #ऑआएाणणणण: //5 आेाणणाणयएँ 
जाए और चौड़ाई 3 इकाई कम कर दी जाए अर्थात्‌ 
(५-3) कर दी जाए तो आयत का क्षेत्रफल (/+ 5) % 
(9-3) होगा। 

(|) क्या आप आयतन के बारे में सोच सकते हें? (एक 
आयताकार बक्से का आयतन उसकी लंबाई, चौड़ाई और 
ऊँचाई के गुणनफल से प्राप्त होता है।) 


0५) सरिता कहती है कि जब हम वस्तुएँ खरीदते हैं तो हमें 
गुणा करना पड़ता है। उदाहरणार्थ यदि प्रति दर्जन केलों का 
मूल्य 7 रुपये है और स्कूल पिकनिक के लिए 7 दर्जन 
केलों को आवश्यकता है, तो हमें (7 » 2) रुपयों का 
भुगतान करना पड़ेगा। 
मान लीजिए, प्रति दर्जन केलों का मूल्य 2 रुपये कम होता और पिकनिक के लिए 4 दर्जन 
कम केलों की आवश्यकता होती तो, प्रति दर्जन केलों का मूल्य (9-2) रुपये होता और 
(ट - 4) दर्जन केलों को आवश्यकता होती। इसलिए, हमें (7 - 2) » (८-4) रुपयों का 
भुगतान करना पड़ता है। 






आयत का क्षेत्रफल ज्ञात करने के लिए 
हमें 7/ अथवा (+5) % (9-3) के 
रूप के बीजीय व्यंजकों को गुणा करना 
पड़ता है। 










2020-2 





50 छल गणित 





क्या आप ऐसी और दो परिस्थितियों के बारे में सोच सकते हैं जहाँ हमें बीजीय व्यंजकों को 
6/# गुणा करना पड़ सकता है? 
i 27 A ६ ` [नोट :० चाल और समय के बारे में सोचिए। 

A १ साधारण ब्याज, मूलधन और साधारण ब्याज की दर इत्यादि के बारे में सोचिए।] 





` उपर्युक्त सभी उदाहरणों में हमने दो अथवा अधिक राशियों का गुणन किया है। यदि राशियाँ 
बीजीय व्यंजकों के रूप में दी हुई हैं और हमें उनका गुणनफल ज्ञात करना है तो इसका अर्थ 
यह हुआ कि हमें यह जानना चाहिए कि यह गुणनफल कैसे प्राप्त किया जाए। आइए, इसे 
क्रमानुसार करते हैं। सबसे पहले हम दो एकपदियों का गुणन करते हैं। 


9.7 एकपदी को एकपदी से गुणा करना 


9.7.] दो एकपदियों को गुणा करना 


हम प्रारंभ करते हैं 
4xx=*+++%+%=4% से जो पहले सीख चुके हें। 
इसी प्रकार, 4 % (3%) = 3x + 3x + 3x + 3x = ]2x 
अब निम्नलिखित गुणनफलों पर विचार कोजिए : 
() ४» 39८5 ४ >03 > ५6: 3 * ४ XI -)) 
(it) SxX 39 Nie ८ 9 -- 3 Nr है 2 ५9 =l5xy 
(ill) Sx xX (-39) 5८ 3 »& xX (-3) » ४ 
=SX(-3)xXxXy=—lSxy 
कुछ और उपयोगी उदाहरण इस प्रकार हैं : 
(iv) Sx x 40 = (5 x 4) x (x x x?) 
= 20x ४ ८ 20x 
(V) Sxx(—-aAxyz)= (5 »- 4) » (xx 5 
= —20 x (x xX x X yz) = —20x°yz जा कता जलील" नुतं = जधा 
ध्यान दीजिए कि हमने दोनों एकपदियों के बीजीय भागों के | गगल का वाजीव गणन नथ 
विभिन्न चरों की घातों को केसे इकट्ठा किया है। ऐसा करने के बीजीय | 
घातों के नियमों के का बीजीय गुणनखंड। 
लिए हमने घातों के नियमों का उपयोग किया हे। 


9.7:2/तीन अथवा अधिक एकपदियों को गुणा करना 


निम्नलिखित उदाहरणों पर विचार कीजिए : 
(I) 2K 59 KR 77 ८5 (2४ SNK T= lO Jes IONE 
() 459 > 56797 Ory < (459 > 5४:97) >< 6४9 < 20४77 sy slonyJ nay 
= [20 CC RO २८ 9) ८ lO ys 20S 
यह स्पष्ट है कि हम सर्वप्रथम पहले दो एकपदियों को गुणा करते हैं और इस प्रकार गुणनफल 
के रूप में प्राप्त एकपदी को तीसरे एकपदी से गुणा करते हैं। बहुसंख्य एकपदियों को गुणा करने 
के लिए इस विधि का विस्तार किया जा सकता है। 











ध्यान दीजिए एकपदियों के 
तीनों गुणनफल ३3%), ]52), 
_]5 भी एकपदी हैं। 





नोट कीजिए : 5 4 = 20 
अर्थात्‌, गुणनफल का गुणांक = प्रथम एकपदी का 
गुणांक » द्वितीय एकपदी का गुणांक और 


JOS 
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4% % 5) » 72 ज्ञात कीजिए : हम दूसरे तरीके से भी इस गुणनफल को 
सर्वप्रथम 4% » 59 ज्ञात कीजिए और फिर उसे 72 से गुणा कीजिए, |ज्ात कर सकते 3 6 y 
अथवा सर्वप्रथम 5५ » 77 ज्ञात कीजिए और इसे 4+ से गुणा कोजिए। |= (4% 5 % 6) % (2 2 2 2) x 

क्या परिणाम एक जैसा है? आप क्या विचार करते हें? (J x YX 9) = I20 xy 

क्या गुणा करते समय क्रम का महत्त्व है? 





उदाहरण 3 : एक आयत के, जिसकी लंबाई और चौड़ाई दी हुई है, क्षेत्रफल की सारणी को 
पूरा कीजिए : 
हल : 





उदाहरण 4 : निम्नलिखित सारणी में तीन आयताकार बक्सों को लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई दी 
हुई हैं। प्रत्येक का आयतन ज्ञात कीजिए : 


a 


2007 3by SCZ 
| mn np pm 
2g 44 84 


हल : आयतन = लंबाई »% चौड़ाई »< ऊँचाई 
अतः ) आयतन = (242) > (309) X (5८2) 
= 2X 3X5 x (ax) x (by) x (८2) = 30abcxyz 
(I) आयतन ८ mn Xn‘pX pm 
= (mM XmM)X (NX nN)X(pXp)=mnp 
i आयतन = 24 % 44° % 84 
=2%4%8x4qxq xq =64q 


न 'प्रशनावली 9.2 


. निम्नलिखित एकपदी युग्मों का गुणनफल ज्ञात कीजिए : 
0) 4, 72 Gi) —4p, 7p (ii) —4p, 774 iv) 4p’, — 3p 
(०) 49, 0 4 
2. निम्नलिखित एकपदी युग्मों के रूप में लंबाई एवं चौड़ाई रखने वाले आयतों का क्षेत्रफल € हूँ 
ज्ञात कीजिए : 
(p,q); Om, Sn); (20४2, Sy"); (Ax, 3x°); Gmn, 4779) 
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गुणनफलों की सारणी को पूरा कीजिए : 


क | => 
द्वितीय एकपदी | 

+ | ~ | ~ [os ~ | ~ 
3 eo | S| | S| 6 | 
|. | | | | |; 
¬ | ¬ | |“ | ९ 
~ | = | ¬ | " | ~€ 


4. ऐसे घना आकार बक्सों का आयतन ज्ञात कीजिए जिनकी लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई क्रमशः 
निम्नलिखित हैं : 


` 
ES 
EE 
छा 
>", 


(0) 56, 3a’, Ta’ (ii) 2p, 44, 8r (iii) xy, 2x y,2xy (IV) a, 20, 3८ 
5. निम्नलिखित का गुणनफल ज्ञात कोजिए : 
(0) xy, »2, ८४ I) aa’, (iii) 2, 49, 8y”, 6y° 


(Iv) a, 2b, 3c, 640८ (५०) m, — mn, Mhp 


9.8 एकपदी को बहुपद से गुणा करना 

9.8.। एकपदी कोर्‍द्विपद से गुणा करना 

आइए, एकपदी 3% को द्विपद 5) +2 से गुणा करते हें, अर्थात्‌, 3% » (5) + 2) ज्ञात करते हैं। 
स्मरण कीजिए कि 3% और (5+ + 2) संख्याओं को निरूपित करते हैं। इसलिए विवरण के नियम 


का उपयोग करते हुए, 3% % (5y+ 2) = (3x x 39) + (xx 2) 5८ l5xy+ Ox 


हम सामान्यत: अपने परिकलनों में वितरण के नियम का उपयोग करते हैं। उदाहरणार्थ 
7xI06=7 x (I00+6) 
=7%।00+7%6 (यहाँ हमने वितरण नियम का उपयोग किया है।) 
= 700 +42 = 742 
7 ५38 =7 % (40 - 2) 
=7%५40-7%2 (यहाँ हमने वितरण नियम का उपयोग किया है।) 
= 280 - ]4 = 266 











इसी प्रकार, (-32) » (-59 + 2) 5८ (-3:0) » (-59) + NOs lO 
और 529 » (४ + 3) ८ (5५ » ४7) + (5४५ » 3) 5८ 5४५ + l5xy. 
द्विपद एवं एकपदी के गुणनफल के बारे में आपका क्या विचार है? उदाहरणार्थ (5५ +2) % 3% = ? 


हम 7% 3= 3% 7; अथवा व्यापक रूप से 6५७ 27-92» 6 के रूप में क्रमविनिमेय नियम का 
उपयोग कर सकते हैं। 


इसी प्रकार (Sy+2)x3x=3xx(Sy+2)= lSxy+ Ox है। 
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गुणनफल ज्ञात कीजिए : 6) 2 (3४+ 5209) 5 - 5c) 


9.8.2 एकपदी को त्रिपद से गुणा करना 
37 % (4? + 57 + 7) लीजिए। पहले की तरह हम वितरण नियम का उपयोग कर सकते हैं। 
3px (4७४2८ + 59 + 7) 5८ (3px 477) + (39 xX 55) + (3px?) 
= I2p’ + I5Sp+2lp 


त्रिपद के प्रत्येक पद को एकपदी से गुणा कीजिए और गुणनफल को जोड़ दीजिए। 


विचार कीजिए वितरण नियम के उपयोग से हम एक पद का एक पद| (47 +5/+7) ३37 का 
के साथ गुणन करने में सक्षम हैं। गुणनफल ज्ञात कीजिए। 


उदाहरण 5 : व्यंजकों को सरल कीजिए और निर्देशानुसार मान ज्ञात कीजिए : 
() ४ ((-3)+2, ४5 | के लिए 0) 39 (2/-7)-3 (४-4) - 63, / 5-2 के लिए 





हल ६४ 
60) ४ (४-3) + 2 5 ४ - 3४ + 2 
*=]। के लिए, ४ -3*+2=(])-3()+2 
=l-3+2=3-3=0 
0) 3»(29- 7) - 3 (५ - 4) - 63 =6y’—2ly—3y+I2- 63 
= 6y—24y-5]l 
५= -2 के लिए, 6४ - 24) - 5] = 6 (-2)? - 24(-2) = 5] 
=6x4+24%2-5] 
= 24 +48 -5]=72-5]=2] 
उदाहरण 6 : जोडिए : 
(I) 5m (3m) एवं 6m? - I3m 0) 4y(3y+5y-7) एवं 2 (४ -4y? +5) 
हल ६४ 
0) प्रथम व्यंजक 5# (3 - #) = (5m x 3) - (Sm x m) =I5Sm — Sm? 
अब द्वितीय व्यंजक जोड़ने पर ]5 - 5m? + 6m? - I3m = m + 2m 
(0) प्रथम व्यजक =4y (3४ +5y-7)=(4yx3y)+(4yx 59) + (4५ x (7) 
= [29 + 20/ - 28५ 
द्वितीय व्यंजक = 2 (४ - 49 + 5) = 2? + 2 ~ (-4y) +2 » 5 


=2y —-8y+I0 
दोनों व्यंजकों को जोड्ने पर I2y + 20y?-28y 
+ 2y° —- 8४ + 0 


4y° + I2y’-28y +l0 
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उदाहरण 7 : 274 ( + 4) में से 3०५ ( - 4) को घटाइए। 
हल : हम प्राप्त करते हैं 3५ (9 - 4) = 3१4 - 3०५? और 
274 p+) =2pq+2pq 


घटाने पर 274. + 2pq 
pg - 3pq 
pg + Spq 
MR प्रश्‍नावली 9.3 
।. निम्नलिखित युग्मों में प्रत्येक के व्यंजकों का गुणन कीजिए : 
(0) dp,qg+r (i) ab,a-—b (ii a+b, 74८7 (५) ०८ - 9, 46 


(५) pqg+qr+rp,0 
2. सारणी पूरा कीजिए : 


( | प्रथम व्यंजक द्वितीय व्यंजक गुणनफल 





3. गुणनफल ज्ञात कीजिए : 
. क; 2.2 
0) (a) x Qa) x (4a) (iI) 3 ः] I0 X y 


3) ($7) 
iD “प्रा 24 32१ (0५) yr RN 


4. (a) 3-5 (4४-5) +3 को सरल कीजिए और 6) += 3 एवं (9) + = : के लिए इसका 
मान ज्ञात कीजिए। 
(0) a(a+4+])+5 को सरल कीजिए और 6) ८ = 0, () ० = । एवं (iii) a = - ] 
के लिए इसका मान ज्ञात कीजिए। 
5. (9 #(४-4), 4 (4-7) एवं 7(7-7) को जोडिए। 
(0) 2*(८-*-)) एवं 2 (2-५-2) को जोडिए। 
(c) 4I(I0n—3m+27)मेंसे3/(-4# +57) को घटाइए। 
(d) 4c(-a+b+c)मेंसे3a(a+b+c)-2b(०-b+ ८) को घटाइए। 
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9.9 बहुपद को बहुपद से गुणा करना 
9.9.। द्विपद को द्विपद से गुणा करना 
आइए, एक द्विपद (2८ + 30) को दूसरे द्विपद (३८ + 4%) से गुणा करते हैं। जैसा कि हमने पहले 
किया है, वैसे ही गुणन के वितरण नियम का अनुसरण करते हुए हम इसे भी क्रम से करते हैं; 
(34 + 4b) Xx (2a + 3b) = 34 x (2a + 3b) + 4b x (2a + 3b) 

ध्यान दीजिए एक द्विपद का = (34 % 2a) + (3a x 3b) + (4b x 2a) + (4b x 3b) 
प्रत्येक पद दूसरे द्विपद के = 64° + 9६9 + 8ba + ]2b? 
प्रत्येक पद से गुणा होता है। = 6a? + 7ab + 2b? (क्योंकि 9६ = ८४ है।) 

जब हम एक द्विपद का एक द्विपद के साथ गुणन करते हें, तो हम आशा करते हैं कि 
2 ५2 = 4 पद उपस्थित होने चाहिए परंतु इनमें से दो पद समान हैं जिनको एक साथ इकट्ठा कर 
दिया है और इस प्रकार हमें 3 पद प्राप्त होते हैं। 

बहुपद को बहुपद से गुणा करते समय हमें समान पदों को ढूँढ़ लेना चाहिए और उन्हें 

मिला लेना चाहिए। 












उदाहरण 8 : गुणा कीजिए : 
0) (४-4) एवं (2४+ 3) को (0) (४-9) एवं (35४ + 59) को 


हल ६४ 
0) (४-4) »& (20+ 3) 5 ४ ८ (2:+ 3) - 4» (2४ + 3) 
- (४»८ 27) + (५५८3) - (49८ 20) - (4» 3) - 222 +3x-8x-I2 
= 2% -- 5४ - ]2 (समान पदों को जोड्ने पर) 
60) (४-9) » (3४ + 59) 5 ४ % (3४ + 59) - » » (3. + 59) 
= (xX 3.) + (xX 359) - (४५ » 3४) - ( » » 59) 
- 3.02 + Sxy = 39%- Sy? = 3.02 + 279 - 592 (समान पदों को जोडने पर) 
उदाहरण 9: गुणा कीजिए : 
0) (४+7) और (9-5) को (i) (८? + 2७? और (5८ - 39) को 
हल ६४ 
(0) (ध+ 7)» (7-5) ८-4 » (07-35)+ / & (7-5) 
--६0- 54+ /2 - 35 
नोट कीजिए कि इस गुणन में कोई भी समान पद नहीं हैं। 
(i) (४८ + 207) Xx (54-39) = a’ (54 - 3b) + 2b’ x (54 - 3b) 
= Sa’ - 34°b + l0ab’ - 607 


9.9.2 द्विपद को त्रिपद से गुणा करना 


इस गुणन में हमें त्रिपद के प्रत्येक पद को द्विपद के प्रत्येक पद से गुणा करना पड़ेगा। इस प्रकार 
हमें 3 ५ 2 = 6 पद प्राप्त होंगे, यदि एक पद को एक पद से गुणा करने पर समान पद बनते हैं, 
तो प्राप्त पदों की संख्या घटकर पाँच या उससे भी कम हो सकती है। 
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2 कु 
(८ + 7) xd के उध क॑ 5) ax (4? +34 +5) + 7 % (०? + 34 + 5) वितरण नियम के उपयोग से 
द्विप ` ज्रि 


=a’ +3’ +5Sa+la’+2la+35 
=a + (3a +7a)+(Sa+2la) +35 
= @ + I0a? + 26a + 35 (अंतिम परिणाम में केवल 4 पद ही क्यों हैं?) 


उदाहरण ]0 : सरल कीजिए : (4+) (a-3b+c)-(2a-3b)c 
हल : हम प्राप्त करते हैं : 
(a+ 029) (26- 30 + ८) ८ 6 (24 - 30 + ८) + 8 (26 - 39 + ८) 
= 24° - 3409 + ac + 2ab - 3972 + bc 
= 24° — ab - 3b’ + bc + ac 
(ध्यान दीजिए 3८ एवं 24 समान पद हैं।) 
और (2a — 3b) ¢ = 240 - 3/८ है। 
इसलिए, (८+) (a-3b +c) - (2a - 3b) c= 26 - ab - 3b? + be + ac - (24८ - 3bc) 
= 2a’ — ab - 3b’ + bc + ac - 2ac + 30८ 
= 242 — ab — 3b’ + (bc + 3bc) + (ac -— 26८) 
= 24° = 369: -- ६9 + 49८ - ac 


अ प्रएनावली 9.4 
।. द्विपदों को गुणा कीजिए : 
0) (2%+ 5) और (4४ - 3) () (५ - 8) और (3 - 4) 
Gi) (2.57 0.5m) और 2.57+0.5m) ( (+३3७) और (४+ 5) 
(४) (24 + 34) और (३/५ - 24°) 


(vi) [ a +30 और 4 6 : 97 | 
2. गुणनफल ज्ञात कीजिए : 





MR CO — 2x) (3 +2) 0) G+ /०») (/४-)) 
Git) (a+b) (a+b) i (7-47) (29+ 4) 
3. सरल कीजिए : 
6) (४४ - 5) (४+ 53) + 25 I) (४८+5) (77 +3) + 5 


Gi (४+ ४४) (/४ - ७) 

(५०) (ध+ 08) (८ - 4) + (ध - 2) (८ + 4) + 2 (४८ + 04) 

(०७ (७४+9)(2४+ 9) + (७४+ 29)(0-9) (OD (४+७)(४४ -»५+ ४2 
(शी) (l.5x—4y)(l.Sx+4y+3)-4.5x+ l2y 
(VW (a+b+c)(a+b-—c) 
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9.।0 सर्वसमिका क्या है? 


समिका (८ + ]) (4 +2) = ०? + 34 + 2 को लीजिए। ८ के किसी मान ८=।0 के लिए हम इस 
समिका के दोनों पक्षों का मान ज्ञात करेंगे। 
८=।0 के लिए बायाँ पक्ष LHS=(a+I(a+2)=(I0+I])(I0+2)=II x I2 = 32 
दायाँ पक्ष RHS =?+34+2= ]0?+3%0+2= 00+30+2 = 32 
अतः ८= ।0 के लिए समिका के दोनों पक्षों के मान समान हैं। 
आइए अब ८ = -5 लेते हैं। 
LHS=(a+D(a+D=C5+D(Cs+2D)=(4)x(3)=I2 
RHS=a°+3a+2=(5)+3(-5)+2 
-- 25 - ]5+25८ [0+25<- [2 
अतः 4--5 के लिए, भी LHS = राप्र$ है। 
इस प्रकार, हम प्राप्त करते हैं कि ८ के किसी भी मान के लिए, इस समिका का LHS = 
RHऽ है। ऐसी समिका जो चर के सभी मानों के लिए सत्य होती है, सर्वसमिका कहलाती 
है। इस प्रकार (८ + ।) (८+ 2) = ८१ + 34+ 2 एक सर्वसमिका है। 
एक समीकरण अपने चर के केवल कुछ निश्चित मानों के लिए ही सत्य होता है, यह चर 
के सभी मानों के लिए सत्य नहीं होता है। उदाहरणार्थ समीकरण ८? + 3८ + 2 = ।32 की चर्चा 
कोजिए। यह समीकरण ८=।0 के लिए सत्य है जैसा कि हम उपर्युक्त पंक्तियों में देख चुके 
हैं। परंतु ८ = -5 अथवा ८ = 0 इत्यादि के लिए यह सत्य नहीं है। 
दर्शाइए कि ०? + 3८ +2 = ]32, ८=-5 एवं ८=0 के लिए सत्य नहीं है। 


9.] मानक सर्वसमिकाएंँ 


अब हम ऐसी तीन सर्वसमिकाओं के बारे में अध्ययन करेंगे जो बहुत उपयोगी हैं। एक द्विपद को 
दूसरे द्विपद से गुणा करते हुए इन सर्वसमिकाओं को प्राप्त किया जाता है। 
सर्वप्रथम हम गुणनफल (८ + ४) (८ + 9) अथवा (८ + 0)? के बारे में चर्चा करते हैं। 
(a+b) =(a+b)(a+b) 
=a(a+b)+b(a+b) 
=a +ab+ba+b’ 
= 4? + 24b + 0? (क्योंकि 69 = 94) 


अतः | (a + b)? = a? + 2ab + b? | ) 
स्पष्टतः यह एक सर्वसमिका है क्योंकि वास्तविक गुणन द्वारा 7H से RH प्राप्त किया गया 
है। आप सत्यापित कर सकते हैं कि ८ तथा के किसी भी मान के लिए, सर्वसमिका के दोनों 
पक्षों के मान समान हैं। 
* इसके पश्चात्‌ हम गुणनफल (७-४) (७-४) अथवा (४-४)? के बारे में चर्चा करते हैं। 
(ध- 9) 5८ (ध- 9) (७- 9) 5८ 6 (६ - 92) - 9 (७ - 8) 
=a - ६9 - 96 + 2: - ६: - 2609 +b: 


अथवा | (ध- 9): =a°’—2ab+b’ | (IT) 
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* अंततः (८ + 9) (८ - 92) पर विचार करते हें। 
हमें प्राप्त है : (+b) (६- 9) 5 4 (६- 9) + 9 (4-४) 
= 4? - 4} + ba - 9? = 4? - ४? (क्योंकि ५७ = ba) 


अथवा | (ध+ 0) (ध- 9) 5८ ६८ - 2£ | ID 


सर्वसमिका (0), ता) और (गा) मानक सर्वसमिकाएँ कहलाती हैं। 


५ AO मै 
ot Pd 
९7% ४ 
} 
ल्‍ 
4 6, 
हो ५ 
. 
९ हर 
Fd { 





।. सर्वसमिका () में 9 के स्थान पर - 9 रखिए। क्या आपको सर्वसमिका (]]) प्राप्त होती है? 


० अब हम एक और अधिक उपयोगी सर्वसमिका का अध्ययन करते हैं। 
(x+a)(+b)=x(+b)+a(x+b) 
=x°+bx+ax+ab 


अथवा | (४+ 4) (५+ 2) < ४: + (ध+ 09) ४ + 60 | (TV) 
प्रयास कीजिए 


।. ०5८2, 2 - 3, ४5 5 के लिए सर्वसमिका (४) का सत्यापन कोजिए। 

. सर्वसमिका (9) में ८ = # लेने पर, आप क्या प्राप्त करते हैं? क्या यह सर्वसमिका () 
से संबंधित है? 

. सर्वसमिका (५) में ८=-८तथा = -८ लेने पर, आप क्या प्राप्त करते हें? कया यह 
सर्वसमिका (]) से संबंधित हैं? 

. सर्वसमिका (५) में = -८ लीजिए। आप क्या पाते हैं? क्या यह सर्वसमिका (गा) से 
संबंधित है? 





हम देख सकते हैं कि सर्वसमिका (४) अन्य तीनों सर्वसमिकाओं का व्यापक रूप है। 


9.2 सर्वसमिकाओं का उपयोग 


अब हम देखेंगे कि सर्वसमिकाओं का उपयोग द्विपद व्यंजकों के गुणन और संख्याओं के गुणन 
के लिए भी साधारण वैकल्पिक विधि प्रदान करता है। 
उदाहरण ।] : सर्वसमिका (]) का उपयोग करते हुए 6) (2% + 39)” (ii) 032 
ज्ञात कीजिए। 
हल : 
() (2x + 39)? = (x)? + 222) (39) + (39) [सर्वसमिका (0) के उपयोग से] 
= 4x’ + l2xy+ 99 
हम (2४+ 39)? का मान सीधे ज्ञात कर सकते हैं : 
(2x + 39) = (2४ + 39) (2. + 39) 
= (2x) (2x) + (2x) (39) + (39) Cx) + (39) (39) 
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- 40 + 6:४9 + 6 9४ + 99 (क्योंकि ४५ = 9५४) 

- 4.07 + I2xy+9y’ (क्योंकि ४५ = 9०) 
सर्वसमिका (]) के उपयोग से हम (2४+ 39) का वर्ग करने को वैकल्पिक विधि प्राप्त करते हैं। 
क्या आपने ध्यान दिया कि उपर्युक्त सीधी विधि को तुलना में सर्वसमिका विधि के चरणों की 
संख्या कम है? आप इस विधि की सरलता तब अधिक महसूस करेंगे जब आप (2४+ 39) की 
तुलना में अधिक जटिल द्विपद व्यंजकों का वर्ग करने का प्रयत्न करेंगे। 

(॥) (I03)-= (I00 +3): 
= [00:+ 2 % 00 % 3 + 3: 
= ]0000 + 600 + 9 = 0609 
हम 03 को ।03 से सीधे भी गुणा करके वांछित उत्तर प्राप्त कर सकते हैं। क्या आपने ध्यान 
दिया कि 03 का सीधी विधि से वर्ग करने को तुलना में सर्वसमिका (]) ने हमें सरल विधि प्रदान 
को है? ।03 का वर्ग करने का प्रयत्न कीजिए। आप इस स्थिति में भी सीधे गुणन विधि की 
तुलना में सर्वसमिकाओं के उपयोग की विधि को अधिक सरल पाएंगे। 
उदाहरण ]2 : सर्वसमिका (7) के उपयोग से 6) (4-34)? (i) (4.9)? ज्ञात कौजिए। 
हल : 
0) (4-34)? = (49)? - (4p) (34) + Gq)? [सर्वसमिका (गत) के उपयोग से] 
= 6p" - 24794 + 94: 
क्या आप सहमत हें कि (47 - 3५)? का वर्ग करने के लिए सीधी विधि की तुलना में 
सर्वसमिकाओं की विधि ज्यादा उबाने वाली है? 
(Ii) (4.9 = (5.0-0.I)= (5.0) - 2 (5.0) (0.])+(0.])ः 
= 25.00 - ].00 + 0.0] = 24.0] 
क्या 4.9 का वर्ग करना, सीधी गुणन विधि को तुलना में सर्वसमिका (]) को सहायता से 
सरल नहीं है? 
उदाहरण ।3 : सर्वसमिका (गा) का उपयोग करते हुए, 


(3 2 )/३3 2 
[Co ३२] ३7] 0) 9832 [77 (य) ।94 » 206 ज्ञात कोजिए। 


हल : 


(m+ 3 | जल | ट E ) E ) 
() 7 3 7 3 = gE 5 


= 4 m’ ह 3 
(i) 983? _ ]7? = (983 + I7) (983 - ]7) 
[यहाँ ८ = 983, 9 =]7, a - 9? - (a+b) (a-b)] 
इसलिए, 983? - ]7? = I000 x 966 = 966000 
(iii) 94 % 206 = (200 - 6) x (200 + 6) = 200? - 6? 


= 40000 - 36 = 39964 










इसको सीधे करने का प्रयास 
कोजिए। आप महसूस करेंगे कि 

हमारी सर्वसमिका (गा) के उपयोग 

की विधि कितनी आसान है। 
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उदाहरण ]4 : निम्नलिखित को ज्ञात करने के लिए, (६+ 4) (५+ 9) 5८ १ + (६+ 9) ४ + ६0 
सर्वसमिका का उपयोग कीजिए। 
60) 50] x 502 6) 95 x ]03 
हल : 
0) 50Ix502=(500+I])x(500+2)=500+(I+2)x500+Ix2 
= 250000 + I500 + 2 = 25]502 
i) 95x I03=(I00—5)x(I00+3)=I00+(-5+3)I00+(-S)x 3 
= 0000 - 200 - ]5 = 9785 


७ प्रएनावली 9.5 


. निम्नलिखित गुणनफलों में से प्रत्येक को प्राप्त करने के लिए उचित सर्वसमिका का उपयोग 
कीजिए : 
0) (४+3) (४+ 3) i) Oy+HCy+5S) 0) (26-7) (2-7) 
] ] 
(IV) (३3६ - 7 ) (3a - 7 ) (०) (.Ilm—0.4)C.Im+ 0.4) 
(Ww) (a+b )(—a’+b) (i) (6x-7)(6Ex+T) (शा) (—a+c)(—a+c) 


x yl Ny 
(Ix) [+ र [+ र) (x) (Ja-— 9b) (la - 90) 


2. निम्नलिखित गुणनफलों को ज्ञात करने के लिए, सर्वसमिका (४+ 4) « + 9) 5 ४! + 
(ध+ 2) +4 का उपयोग कीजिए : 


0) (४+3) (५+ 7) fii (Ax+5)(Ax+]) 
i (Gx—5)(Gx-T) iv) (Ax+5) (Ax) 
(४) (x+5y) (Cx +3y) vi) (242 +9) (2८? + 5) 


(शा) (४४८2-१4) (४४८ - 2) 
3. सर्वसमिका का उपयोग करते हए निम्नलिखित वर्गा को ज्ञात कीजिए : 
0) (8-7) 0) xy + 32) Gt) (6८ - 59) 


ह) 
(iv) E m+ - ध] (०) (0.4 -0.54) (शं) (Oxy + 59) 


4. सरल कीजिए : 
(0) (८-४7 UD CO) lS) 
Gib (Im— 8४)? + (m+ 6४)? IV) (Am+Sn)+(Sm+ 40)” 


(०) (2.59 - l.5q)- (l.5p- 2.54) 
(vi) (ab + bc)’ - 2ab'c (Vi) (mM — nM) + mn 
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; दर्शाइए कि : 
0) (3४+ 7) - 84४ ८ (3४ - 7) (Gi) (9-54) + l80pq=(9p+5q) 
0) (Sm Fn) + हल gm 
(॥) अर m 4 n| +o2mn= 9 I6 
iv) (4pqg+ 34) - (कब - 34) = 487q 
(V (a—-b)(a+b)+(b-c)(b+c)+(c-a)(c+a)=0 
. सर्वसमिकाओं के उपयोग से निम्नलिखित मान ज्ञात कीजिए : 


6) 7I2 (i) 992 (iii) I022 (iv) 9982 
(५) 5.2: (श) 297 x 303 (शा) 78 x 82 (vii) 8.9: 
(ix) 0.5 » 9.5 
; ८? - 9? - (4+) (० -}) का उपयोग करते हुए, निम्नलिखित मान ज्ञात कीजिए : 
0) 5I? - 492 Gi) (.02)? - (0.98)? (ii) 53?- ]472 


0५) I2.I°—7.9 
. ((+a)(G+b)=x+(a+b)*+4bका उपयोग करते हुए निम्नलिखित मान 
ज्ञात कीजिए : 


0) I03x04 (0) 5.] x 5.2 (Gt) ]03 x 98 (0५) 9.7 x 9.6 


हमने क्‍या चर्चा *की? 


. चरों एवं अचरों की सहायता से व्यंजक बनते हैं। 

. व्यंजक बनाने के लिए पदों को जोड़ा जाता है। स्वयं पदों का निर्माण गुणनखंडों के गुणनफल के रूप 
में होता है। 

, व्यंजक जिनमें एक, दो तथा तीन पद होते हैं क्रमशः एकपदी, द्विपदी और त्रिपदी कहलाते हैं। सामान्यतः 
एक अथवा अधिक पदों वाला व्यंजक जिसमें पदों के गुणांक शून्येतर पूर्णाक हैं और चरों की घात ऋणेतर है, 
बहुपद कहलाता है। 

. समान चरों से समान पद बनते हैं, और इन चरों की घात भी समान होती है। समान पदों के गुणांक समान 
होने आवश्यक नहीं है। 

, बहुपदों को जोड़ने (अथवा घटाने) के लिए सबसे पहले समान पदों को दूँढिए और उन्हें जोड़ (अथवा 
घटा) दीजिए, उसके पश्चात्‌ असमान पदों को उपयोग में लीजिए। 

. बहुत सी परिस्थितियों में हमें बीजीय व्यंजकों को गुणा करने को आवश्यकता होती है। उदाहरणार्थ आयत 
का क्षेत्रफल ज्ञात करने के लिए, जिसकी भुजाएँ बीजीय व्यंजकों के रूप में दी हुई हैं। 

. एकपदी को एकपदी से गुणा करने पर हमेशा एकपदी प्राप्त होता है। 

. बहुपद को एकपदी से गुणा करने के लिए बहुपद का प्रत्येक पद एकपदी से गुणा किया जाता है। 

. बहुपद का द्विपद (अथवा त्रिपद) से गुणन करने के लिए हम एक पद को एक-एक पद से गुणा करते 
हैं, अर्थात्‌ बहुपद का प्रत्येक पद द्विपद (अथवा त्रिपद) के प्रत्येक पद से गुणा किया जाता है। ध्यान दीजिए 
इस प्रकार के गुणन में, हमें गुणनफल में समान पद प्राप्त हो सकते हैं और उन्हें मिलाना पड़ सकता है। 
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आ सर्वसमिका एक ऐसी समिका हे जो चर के सभी मानों के लिए सत्य होती हे, जबकि समीकरण चरों के 


Il. 


कुछ निश्चित मानों के लिए सत्य होता है। समीकरण सर्वसमिका नहीं है। 
निम्नलिखित मानक सर्वसमिकाएँ हैं : 


(a+b) = ८४ + 2ab+b: 0) 
(a—b)=a’-2ab+b’ (ID) 


(ध+ 09) (ध- 2) 5८ ६८ - 9 (IT) 


, (४+ ८) (५+ 9) 5-४ + (६+ 2) ४ + 49 (५) एक अन्य उपयोगी सर्वसमिका है। 
. उपर्युक्त चार सर्वसमिकाएँ बीजीय व्यंजकों का गुणनफल ज्ञात करने में एवं वर्ग करने में सहायक हैं। ये 


सर्वसमिकाएँ हमें संख्याओं का गुणनफल ज्ञात करने के लिए सरल वैकल्पिक विधियाँ प्रदान करती हैं। 
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